Opcion A
Ejercicio 1 opcion A, Reserva B de 2019 (modelo 6)
[2'5 puntos] Dada la funcion f: (0, 2m) — R, definida por f(x) = sen(x) + cos(x), calcula sus maximos y mini-
mos relativos y los puntos de inflexién de la gréfica de f (abscisas en los que se obtienen y valores que se
alcanzan).
Solucion

Dada la funcion f: (0, 2m) - R, definida por f(x) = sen(x) + cos(x), calcula sus maximos y minimos relativos y
los puntos de inflexidn de la gréfica de f (abscisas en los que se obtienen y valores que se alcanzan).

Calcularemos los extremos por la monotonia, es decir por el estudio de la 12 derivada f ‘(x).
Recordamos que sen(x) y cos(x) son continuas y derivables en R, por tanto también lo es la funcién f, en
particular en el intervalo dado (0, 2m).

f(x) = sen(x) + cos(x); f‘(x) = cos(x) - sen(x).

De f’(x) =0, tenemos cos(x) - sen(x) = 0, es decir cos(x) = sen(x). Sabemos que sen y cos coinciden en la
bisectriz del | y Il cuadrante (la recta y = x), por tanto x = 1/4 + k-2rtcon k O Z. En nuestro intervalo (0, 2m)
los posibles extremos relativos son x = 104 y x = 11+ 104 = 5174.

Como f‘(0+) = cos(0+) - sen(0+) = 1- - 0* > 0, f es estrictamente creciente () en (0, T74).
Como f {(172) = cos(1v2) - sen(172) = 0 - 1 < 0, f es estrictamente decreciente (\) en (174, 5114).
Como f(312) = cos(3172) - sen(3172) = 0 — (-1) = 1 > 0, f es estrictamente creciente () en (5174, 2m).

Por definicion x = W4 es un maximo relativo y vale f(  104) = sen(1v4) + cos(174) = (V2)/2+ (V2)/2 = (V2).
Por definicién x = W4 es un minimo relativo y vale f(5 14) =sen(5174)+cos(5174) = -(V2)/2 - (V2)/2 = -(v/2).

Calcularemos los puntos de inflexion por la curvatura, es decir por el estudio de la 22 derivada f “(x).
f(x) = sen(x) + cos(x); f‘(x) = cos(x) - sen(x); f “(x) = -sen(x) - cos(x).

De f “(x) = 0, tenemos -sen(x) - cos(x) = 0, es decir cos(x) = -sen(x). Sabemos que sen y cos coinciden y
tienen signo opuesto en la bisectriz del Il y IV cuadrante (la recta y = -x), por tanto x = (172 + 14) + k-211con
k O Z. En nuestro intervalo (0, 2m) los posibles puntos de inflexién son x = 314 y x = 312 + W4 = 7174.

Como f“(172) = -sen(172) - cos(1w2) =-1-0 <0, f es céncava (n) en (0, 3174).
Como f “(172) = -sen(m) - cos() =-0 - (-1) =1 > 0, f es convexa (O) en (3174, 7174).
Como f*“(21t) = -sen(21) - cos(21¢) =-0 - 1-< 0, f es cOncava (n) en (7174, 21).

Por definicion x = 3104 es un punto de inflexion y vale f(3  174) = sen(314)+cos(3174) = (vV2)/2 - (vV2)/2 = 0.
Por definicion x = 7104 es un punto de inflexion y vale f(7  14) =sen(71v4)+cos(714) = -(vV2)/2 + (V2)/2 = 0.

Ejercicio 2 opcion A, Reserva B de 2019 (modelo 6)
X°+6x-8 si x<4
x*-6x+8 si x>4

(a) [1'5 puntos] Calcula los puntos de corte de la graficade f ylarecta y = 2x - 4. Esboza el recinto que
delimitan la grafica de f y larecta.
(b) [1 punto] Calcula el area del recinto anterior.

Solucion
X’+6x-8 si x<4
X?-6x+8 si x>4

Seaf: R - R lafuncion definida por f(x) = {

Seaf: R - R lafuncién definida por f(x) = {

(a)
Calcula los puntos de corte de la grafica de f ylarecta y = 2x - 4. Esboza el recinto que delimitan la gréafica
de f ylarecta.

Si x <4, f(x) = -x? + 6x - 8. Igualando tenemos: -x?> + 6x - 8 =2x -4 - 0 =x2- 4x + 4. Resolviendo la ecuacion
X2 - 4x + 4 = 0 tenemos x = 2 (doble), que esta en x < 4. Punto (2, f(2)) = (2, 0).



Six >4, f(x) = x? - 6x + 8. lgualando tenemos: x?- 6x + 8 =2x -4 - 0 =x2- 8x + 12. Resolviendo la ecuacion
x?-8x +12=0tenemos x =2, no estden x < 4, y x = 6, esta en x > 4. Punto (6, f(6)) = (6, 8).

Si x < 4, f(x) = -x2 + 6x — 8 cuya gréfica es un trozo de parabola asi (n) porque el n° que multiplica a x? es
negativo.

La abscisa de su vértice es la solucién de f ‘(x) = 0 = -2x + 6, de donde x = 3, esta en x < 4. Su vértice es el
punto V(3, f(3)) = V(3, 1).

Hemos visto antes que pasa por (2, 0), ademas f(4) = 0, es decir otro punto es (4,0). Ya se puede esbozar.

Si x > 4, f(x) = x2 - 6x + 8 cuya grafica es un trozo de parabola asi (0) porque el n° que multiplica a x? es
positivo.

La abscisa de su vértice es la solucién de f ‘(x) = 0 = 2x - 6, de donde x = 3, no esta en x > 4. Su vértice seria
el punto V(3, f(3)) = V(3, -1).

Hemos visto antes que pasa por (6, 8), ademas f(4-) = 0, es decir otro punto es (4-,0). Ya se puede esbozar.

Larecta y = 2x - 4 hemos visto que pasa por los puntos (2, 0) y (6, 8).

Un esbozo de las gréficas seria:

g

(b)

Calcula el area del recinto anterior.

Area = Area 1 + Area 2 = f:(Zx-4-(-x2+6x-8))dx + _[j(Zx-4-(x2-6x+8))dx =

4 6

_X3 2
+| —+4x°-12x| =
2 3 4

=[(64/3 - 32+ 16) - (8/3 -8 + 8) | + [ (-216/3 + 144 - 72) - (-64/3 + 64 - 48) ] u2 = 8/3 + 16/3 u? = 8 u>.

= I:(x2_4x+4)dx + If(—x2+8X-12))dX: { X_33 o2+ 44

Ejercicio 3 opcion A, Reserva B de 2019 (modelo 6)

1 m1 0 X
Dadas las matricesA=|{m-1 m 0|, B=|1| y X=|y]|.
1 11 k z

(a) [1'25 puntos ] Estudia el rango de A segun los valores de “m”.
(b) [1'25 puntos] Sabiendo que para “m = 1" el sistema dado por AX = B tiene solucién, encuentra k y
resuélvelo.

Solucion



1 m 1 0
Dadas las matrices A= |{m-1 m 0|, B=|1]| y X=
1 11 k

N < X

(@)

Estudia el rango de A segln los valores de “m”.
1 m 1FR-F, | 0 m-1 0lAdjuntos
Tenemos det(A) = |A|=|m-1 m O =m-1 m O] primera =-(m-1)-(m-1- 0)=-(m-1)>
1 1 1 1 1 1 fila
De det(A) = 0, tenemos -(m — 1)2 = 0, de donde m - 1 = 0 es decir la solucion es m = 1 (doble).

Si m # 1 (dos veces), det(A) # 0, con lo cual rango(A) = 3.

111 1 1

Sim=1,A=|0 10 =0 0 |, es decir cdmo nos quedan dos filas con nimeros distinto de
111)FR-F (00O

cero, después de realizar las trasformaciones elementales de Gauss, tenemos rango(A) = 2.

(b)

Sabiendo que para “m = 1" el sistema dado por AX = B tiene solucién, encuentra k y resuélvelo.

1
1

Hemos visto en el apartado (a) que si “m = 1", rango(A) = 2, luego no existe la inversa de la matriz A, por
1110
tanto en el sistema AX = B, la matriz ampliada del sistemaes A*= |0 1 0 1|.Como me dicen que el sis-
111Kk
tema tiene solucién, por el Teorema de Rouché tiene que ser rango A* = 2, para lo cual en A* el siguiente
1 1 O}Adjuntos
determinante |0 1 1| primera = 1(k — 1) — 1(-1) = k, tiene que ser cero. Si k = 0 el sistema dado por la
1 1 k| fila
ecuacion AX = B tiene solucién.

Como para “m = 1" tenemos rango(A) = rango(A*) = 2 < namero de incognitas, es un sistema compatible e
indeterminado, y tiene mas de una solucidn (en R infinitas), por el Teorema de Rouché.

Por tener rango 2 utilizamos sélo dos ecuaciones, las dos primeras.

X+y+z=0
P
cién del sistemaes (x,y,z)=(-1-b,1,b),co nb OR.

. Llamando z =b O R tenemos y = 1, y entrando en la primera ecuacion x =-1 - b, y la solu-

Ejercicio 4 opcion A, Reserva B de 2019 (modelo 6)
Considera la recta r EX;24 = % = Z?l yelplano m=2x+y-z+3=0.
(a) [1'25 puntos] Halla la ecuacion general del plano perpendicular a 1t que contiene a r.
(b) [1'25 puntos] Calcula la distancia entre ry Tt
Solucién
Considera la recta r 5%4 = % = Z?l yelplano m=2x+y-z+3=0.
(a)

Halla la ecuacion general del plano perpendicular a 11 que contiene a r.

Para un plano necesitamos un punto, el A(4,0,1) de la recta, y dos vectores independientes el vector director
de larecta “r", u = (2,1,5), y el vector de la direccion perpendicular del plano 1, el vector n = (2,1,-1).
x-4 'y z-1 Adjuntos
Plano pedido Tu = det(AX,u,n)=0=|2 1 5| primera = (x-4)(-1-5) - (y)(-2-10) + (z-1)(2-2) =
2 1 -1 fila
=-6x+12y+24=-x+2y+4=0.



(b)

Calcula la distancia entre ry Tt

Calculamos la posicion relativa de la recta r y el plano 1t Si el producto escalar del director u con el normal n
es cero la recta y el plano son paralelos.

Como uen =(2,1,5)(2,1,-1) =4 +1-5=0, larectay el plano son paralelos.

Como “r" y 1tson paralelos, la distancia de “r” a mtes la distancia de un punto cualquiera de “r’ a 1, es decir:
|2(4) + (0) - (1) + 3| _|10] _10 ,

- = u-.
dr.my=dA = N2HEHT J6 6

Opcion B
Ejercicio 1 opcion B, Reserva B de 2019 (modelo 6)
ax+b
cx+1
Determina a, b y ¢ sabiendo que la recta x = -1 es una asintota vertical a la graficade f yque y=2x+4es

la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = 1.
Solucién

[2'5 puntos] Considera la funcién f definida por f(x)= paracx + 1 #0.

Considera la funcién f definida por f(x)= ax+b
cx+1

Determina a, b y ¢ sabiendo que la recta x = -1 es una asintota vertical a la graficade f yque y=2x +4es
la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = 1.

paracx + 1 # 0.

Sabemos que las asintotas verticales (x = -1) anulan el denominador y ademas lim x_« [ (f(xX)) ] = co.
En nuestro caso c(-1) + 1 =0, de donde c = 1.

Como y=2x + 4 es larecta tangente a la graficade f enx =1, tenemos f‘(1) =y ‘= 2, y ademas f(1) =
=y(1)=2(1) +4 =6.

Tenemos f(x)=_ax+b , F'(x)= ax+1) - (az<+b)1 _ax+a - a;<-b -a- b2
x+1 (x+1) (x+1) (x+1)
De f()=2 ~ 2=2"P 3D, ph-g
(1+1) 4
_atb _atb .
De f(1)=6 - 6= 1 2 a + b =12. Sumando ambas ecuaciones - 2a =20, luego a = 10.

De 10+ b =12, tenemos b = 2.

Ejercicio 2 opcion B, Reserva B de 2019 (modelo 6)
[2'5 puntos] Considera la funcién f: R - R dada por f(x) = -4x? + a, siendo a >0 un ndmero real. Esboza
el recinto limitado por la graficade f ylarecta y =0. Calcula a sabiendo que el area del recinto es 18.
Solucién
Considera la funcién f: R - R dada por f(x) = -4x2 + a, siendo a >0 un nimero real. Esboza el recinto li-
mitado por la grafica de f ylarecta y=0. Calcula a sabiendo que el area del recinto es 18.

La gréfica de f(x) =-4x2 + a es una parabola asi (n) porque el n°® que multiplica a x2 es negativo.
La abscisa de su vértice es la solucién de f ‘(x) = 0 = -8%, de donde x = 0, y su vértice es V(0, f(0)) = V(0, a).

a_  +a

Paraf(x) =0tenemos 4x?2=a - x2=al4 - x= % 2 = 17.
Sabemos que larecta y = 0 es el eje de abscisas OX.

Un esbozo de las gréficas seria:



Va2
. Va Por Va A3
Area =18 = J‘ﬁllzz(—4x2+a)dx ={ }= 2-_[0 ” (-4x*+a)dx = 2-{ 43X +ax} =

simetria o
4(\/7/2) +a(al2) - O} = 2[ \/; 5 J = 2-['82/5 + a\Z/EJ = Za:;/a , con lo cual 18-3 = 2a/a , es

decir 27 = a/a . Elevando al cuadrado 272 = a.a = a3 = (3%)2, luego a = 3/(3%) =3% =9

Ejercicio 3 opcion B, Reserva B de 2019 (modelo 6)
mx + (m+1)z =m
Considera el siguiente sistema de ecuaciones my +z=m
y +mz=m

a) [1'75 puntos] Discute el sistema segun los valores de “m
b) [0'75 puntos] Resuélvelo, si es posible, param = 1.

Solucién
mx + (m+1)z =m
Considera el siguiente sistema de ecuaciones my +z=m
y + mz=m

a)
Discute el sistema segun los valores de “m

m 0 m+l m 0O m+lm
Matriz de los coeficientes A= |0 m 1 |, matrizampliadaA*=|0 m 1 m|.

0 1 m 0 1 mm

m 0 m+1Adjuntos

Tenemos det(A) = |A|=|{0 m 1 |primera = m-(m2-1)=m-(m+ 1)-(m - 1).
0 1 m |columna

Dedet(A)=0 - m-(m+1)-(m-1)=0,dedondem=0,m=1y m=-1.

Sim#z0,m#1y m#-1, det(A) #0, rango(A) = rango(A*) =3 = namero de incdgnitas, sistema compati-
ble y determinado, y tiene solucién Gnica.  Por el Teorema de Rouche.

001 0010 0
Sim=0,A= |0 O 1|, matrizampliadaA*=|{0 0 1 O0|.EnAcomo j:0-1:-1¢0, rango(A) =
010 0100

2 =rango(A*) , porque A* tiene la cuarta columnas de ceros.
Como rango(A) = rango(A*) = 2 < 3 , el sistema es compatible e indeterminado y tiene masd e una so-
lucion . Por el Teorema de Rouche.

10 2 1021 0
Sim=1,A= |0 1 1|, matrizampliadaA*=|{0 1 1 1|.EnAcomo 1‘ =1-0=1#0,rango(A) =
0 11 0111

2 = rango(A¥), porque A* tiene la 22 y 32 fila iguales.
Como rango(A) = rango(A*) = 2 < 3 , el sistema es compatible e indeterminado y tiene masd e una so-
lucién . Por el Teorema de Rouché.



-1 00 -1 0 0-1
Sim=-1,A= |0 -1 1| matrizampliadaA*=|{0 -1 1 -1|.
011 0 1 -1-1
-1 0 -1Adjuntos
_01 0]1 =1-0=1#0,rango(A) =2. En A*como [0 -1 -1 primera = (-1)(1+1) =-2 £ 0,
0 1 -1columna

En A como

rango(A*) = 3.

Como rango(A) = 2 # rango(A*) = 3, el sistema es incompatible y no tiene solucién . Por el Teorema de
Rouche.

b)

Resuélvelo, si es posible, param = 1.

Hemos visto en el apartado (a) que sim = 1, rango(A) = rango(A*) = 2 < 3, el sistema es compatible e inde-
terminado y tiene mas de una solucion.

Por tener rango 2 utilizamos sélo dos ecuaciones (las dos primeras, que son con las que hemos calculado el
menor de orden 2 de A distinto de cero)

X + 2z=1
{ y+z =1 Llamando z=b O R tenemosy =1 - b, y de la primera ecuaciéon x = 1 - 2b, y la solucién del

sistema es (X, Y, z) =(1-2b, 1-b, b),conb OR.

Ejercicio 4 opcion B, Reserva B de 2019 (modelo 6)
X+ 2 _y- 2 _Z- 3
2 3

a) [1'25 puntos] Determina un punto C de r de forma que el triangulo ABC sea rectangulo en A.
b) [1'25 puntos] Calcula los puntos de r que equidistan de los puntos Ay B.

Solucion

Se consideran los puntos A(0, -1, 3), B(2, 3,-1),ylarecta r =

+2 _y-2 z-3

2 3

Se consideran los puntos A(0, -1, 3), B(2, 3,-1),ylarecta r = X

a)
Determina un punto C de r de forma que el triangulo ABC sea rectangulo en A.

Tenemos A(O, -1, 3) y B(2, 3, -1), y ponemos “r" es forma vectorial r = (X,y,z) = (-2, 2, 3) + b(1, 2, 3) =
= (-2+b, 2+ 2b, 3+ 3b)conb R. Un punto genérico de “r" es C(-2 + b, 2 + 2b, 3 + 3b).

Como nos dicen que ABC sea rectangulo en A, formamos los vectores AB y AC, que tienen que ser perpen-
diculares, luego su producto escalar (+) tiene que ser cero. De dicha ecuacion obtendremos los valores de “b”
y el punto C pedido.

AB =(2,4,-4); AC=(-2+b-0,2+2b+1,3+3b-3)=(-2+hb,3+2b, 3b)

ABsAC =0=(2,4,-4)(-2+b,3+2b,3b)=0=-4+2b+12+8b-12b=8-2b=0,dedondeb=8/2=4,y
el punto “C"es C(-2 + (4), 2 + 2(4),3+ 3(4) ) = C(2, 10, 15).

b)

Calcula los puntos de r que equidistan de los puntos Ay B.

Un punto genérico de “r" era C(-2 + b, 2 + 2b, 3 + 3b), me estan pidiendo puntos tales que d(A,C) = d(A,C),
es decir ||AC|| = ||IBC]|.

Teniamos AC = (-2 + b, 3 + 2hb, 3b).
Analogamente BC =(-2+b-2,2+2b-3,3+3b+1)=(-4+b, -1+ 2b, 4+ 3b).

IAC|| = /(-2+b)? +(3+2b)* +(3b)2 =\ 4-4b+b? +9+12b+4b?+3b? =\14b? +80+13

IBC|| = /(-4+b)? +(-1+2b) +(4+3b) =\/16-8b+b?+1-4b+4b? +16+24b+3b =\/14b?+12b+33

Igualando ||AC|| = ||BC]|| y elevando al cuadrado tenemos 14b? + 8b + 13 = 14b? + 12b + 33, de donde resulta
0 =4b + 20, es decir b =-20/4 = -5, y el punto de r que equidista de los puntos Ay B es:
C(-2 + (-5), 2 + 2(-5), 3 + 3(-5) ) = C(-7, -8, -12).




